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RESUMO

Atualmente existem inUmeros programas de computador que realizam
calculos para problemas enfrentados ha tempos por engenheiros, mas a sua
maioria mostra somente os resultados finais. Tendo em vista tal problemética,
existe um programa do grupo de pesquisa NEVE (IFSP Votuporanga), criado nas
linguagens web (HTML/JavaScript), com um ambiente grafico que permite
desenhar elementos relacionados a lajes, chamado IFESTRUT-LAJES.
Apresenta-se neste relatério um maédulo que implementou ao IFESTRUT-LAJES
a analise estrutural de lajes simplesmente apoiadas pelo método de Navier. O
modulo ndo s6 realiza célculos, mas exibe todos os procedimentos de calculos
em relatérios gerados no formato pdf (portable document format), que podem

auxiliar professores e alunos.
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APRESENTACAO (INTRODUCAO, JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS)

Introducéo

Com avanco do meio tecnoldgico, surgem possibilidades de se utilizar
métodos que antes eram trabalhosos, mas agora sdo viaveis por meio de
calculos computacionais. No ambito da Engenharia Civil, esses métodos sdo
utilizados para resolugcdo de problemas ja enfrentados ha milénios pela
humanidade. Tais problemas sao variados, desde dimensionamentos de
estruturas até projetos hidraulicos e elétricos.

Nesse sentido, existem inimeros programas de computador que realizam
calculos para problemas enfrentados ha tempos por engenheiros, entretanto, a
maioria desses programas mostram somente os resultados finais ou alguns
passos. Dessa forma, o grupo de pesquisa NEVE (Nucleo de Engenharia Virtual
e Experimental), j& cadastrado no CNPq, tem desenvolvido programas que nao
s6 fazem calculos, mas que demonstram todo o procedimento realizado em
relatorios gerados no formato pdf que podem auxiliar professores e alunos.

No ano de 2020, Silva e Nirschl (2020) e Fernandes e Nirschl (2020)
criaram o software chamado IFESTRUT-LAJES, o qual permite desenhar
elementos relacionados a lajes. Tal software foi construido com o objetivo de
servir como uma base grafica para que futuros mddulos implementassem
calculos para andlise estrutural de lajes.

Dessa forma, por meio das linguagens de programacgdo web
(HTML/JavaScript), teve-se a ideia de criar um moédulo de analise estrutural de
lajes pelo método de Navier para um ambiente grafico IFESTRUT-LAJES.

O Método de Navier se trata de uma solucdo analitica para a Equacao de
Lagrange, uma equacéo diferencial que, segundo Dias (2019, p. 11): “descreve
o comportamento fisico de uma placa”, desde que se tenha as condi¢cdes de
contorno pré-estabelecidas. De acordo com Szilard (2004), para lajes com
espessuras muito menores que as outras dimensbes, chamadas de lajes
delgadas, podemos considera-las como bidimensionais em um sistema de
coordenadas (x,y).

Desse modo, com as Teorias da Elasticidade e de Kirchhoff, o equilibrio

de um elemento infinitesimal conforme, na Figura 1, resulta nas seguintes



relacdes diferenciais de esforcos internos: momentos fletores (1) e (2); momento
torcor (3); forcas de cisalhamento transversais (4) e (5) (SZILARD, 2004). A
partir dessas relacoes, classicamente se desenvolve a Equacédo de Lagrange,

mostrada, por exemplo, em Dias (2019), em coordenadas cartesianas (6).
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Em que:

w — funcgéo do deslocamento transversal da placa;
D - rigidez da placa, equagéao (7);

E — mddulo de elasticidade;

t — espessura da placa;

v — coeficiente de Poisson;

p(x,y) = funcéo da carga sobre a placa.

m,n — ndmeros inteiros.



Figura 1: Equilibrio de possiveis agfes.

Fonte: Soares, 2004.

Com isso, 0 Método de Navier, também chamado de solucdo forcada,
transforma a equacéo diferencial em uma equacdao algébrica de modo a facilitar
0 processo de solugdo. Navier, em 1820, apresenta a solugéo (8), conforme
Timoshenko (1953, p. 121), para a deflexdo de placas retangulares
simplesmente apoiadas nos contornos e, similarmente, a equacéo (9) para a
carga sobre a laje. Ambas as funcdes sdo séries duplas trigonométricas e
obedecem as condi¢des de contorno, deslocamentos e momentos fletores nulos
nos bordos, de modo que os senos sao nulos quando x ou y assumem o valor 0
ou respectivamente, a (dimensao da laje paralela a x) e b (dimenséo da laje
paralela a y) (SZILARD, 2004).
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Substituindo (8) e (9) em (6) temos (10):
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Desse modo, substituindo (10) em (8), obtemos a funcédo de deflexao
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genérica para lajes retangulares simplesmente apoiadas:
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Onde p,,, (12) € um coeficiente referente a carga:
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A fim de se obter o deslocamento de uma a laje simplesmente apoiada

sujeita a uma carga distribuida uniformemente p(x,y) = q,, Soares (2004), apés
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obter o coeficiente p,,, = , apresenta a equacdo (13), bem como,

considerando sua deducgéo para o p,,, de uma carga pontual P, apresenta o
deslocamento (14). Para a equacdo (13), tem-se que a variacdo de m,n =

1,3,5... 0, ja para equacdao (14), m e n varia em numeros inteiros (1,2,3...0).
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Para uma carga qo sobre uma regido retangular 2c¢ * 2d na planta da laje,

com seu centro na posicdo x1,yl1 (vide Figura 2), Soares (2004) apenas
apresentaque p(x,y) = % e o coeficiente de carga p,,,, (15), o qual foi utilizado

no intuito de desenvolver a funcdo do deslocamento em (21), apresentada no
item DESENVOLVIMENTO (METODOLOGIA E ANALISE). Sera também
considerado neste trabalho uma superposicdo de agbes dada pelo trem-tipo
TB450 da NBR 7188 (ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS,
2013), conforme Figura 3.
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Em que:

P = 4qo-c-d.



Figura 2: Carga sobre regido retangular.
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Fonte: O préprio autor (2021)

Figura 3: Conjunto de Cargas Trem-Tipo TB450.
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Fonte: O préprio autor (2021)

Portanto, com o0 modulo apresentado nesse trabalho, foram
implementados os seguintes itens no IFESTRUT-LAJES: a andlise estrutural de
lajes retangulares com bordas simplesmente apoiadas sujeitas a carga
distribuida em toda laje, distribuida em uma regiéo e concentrada (além de suas

superposicoes) e a geracao do relatério detalhado com os passos de resolugéo.

Justificativa:



Com avanco tecnoldgico, as paginas de internet tém sido mais utilizadas
por professores e alunos, seja para apreender ou se aprofundarem em novos em
novos conhecimentos. Nesse sentido, 0 modulo implementado no IFESTRUT-
LAJES, permite a geracdo do relatorio com os passos de resolucdo, pelo método
de Navier, de lajes simplesmente apoiadas sujeita a carga distribuida em toda
laje, distribuida em uma regido e concentrada (além de suas superposicoes).
Tendo em vista tais funcionalidades, o modulo podera ser utilizado tanto por
alunos como material de estudo quanto professores como elemento auxiliador

na metodologia de ensino.

Objetivo:

Criacdo de um modulo de programa que calcule deslocamentos e
esforcos, pela solucdo de Navier, de lajes retangulares simplesmente apoiadas
sujeitas a carga distribuida em toda a laje, distribuida em uma regiao retangular
ou concentrada, bem como viabilize um relatério no formato pdf (portable

document format) com todos os procedimentos de céalculos.

DESENVOLVIMENTO (METODOLOGIA E ANALISE)

O IFESTRUT-LAJES, juntamente com o médulo aqui apresentado,
permite a geracdo de trés tipos de cargas (sobre toda a laje, sobre regido e
pontual), de modo que as func¢des de deslocamento gerado por uma carga sobre
toda a laje e pontual foram apresentadas por Soares (2004), conforme visto no
item INTRODUCAO. Com isso, foi necessario desenvolver a funcdo do
deslocamento gerado por uma carga sobre regido (21), a qual foi deduzida por
meio da implementacgéo do coeficiente p,,,, (15) de sua carga na funcéo genérica
do deslocamento para lajes apoiadas nos 4 lados (11), ambas apresentadas em
Soares (2004). Com as funcdes de deslocamentos para os trés tipos de carga
presentes no IFESTRUT-LAJES (sobre toda a laje, sobre regido e pontual),
foram utilizadas as relac¢des: (1), (2) e (3) para se descobrir as fungdes algébricas

dos momentos; (4) e (5) para as funcdes algébricas das cortantes.



Vale salientar que todas as fungdes apresentadas neste relatério, a fim de
comprovar suas veracidades, foram comparadas algebricamente pelo MathCad
Prime 7 (PTC, 2021).

Dessa forma, as fungbes implementadas computacionalmente no
IFESTRUT-LAJES a fim de criar os diagramas da carga uniforme sobre toda a
laje podem ser visualizadas abaixo. Sendo: a funcdo (13) referente ao
deslocamento; (16) e (17) os momentos na duas direcdes, respectivamente, x e

(18) o momento torgor; (19) e (20) as cortantes na duas direcoes,

respectivamente, x e y.
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Para a criacdo dos diagramas da carga sobre regido, temos as funcfes
(21), (22), (23), (24), (25) e (26). Sendo: a funcdo (21) referente ao
deslocamento; (22) e (23) os momentos fletores na duas direcdes,

Qy(x,y) =

respectivamente x e y; (24) o momento torgor; (25) e (26) as cortantes na duas

direcOes, respectivamente x e y.
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Por fim, para a carga concentrada, as funcdes algébricas responsaveis
pela criagdo dos diagramas séo: (14) referente ao deslocamento; (27) e (28) os
momentos fletores na duas dire¢cdes, respectivamente x e y; (29) o momento

torcor; (30) e (31) as cortantes na duas direcdes, respectivamente x e y.
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Na Figura 4, pode ser observado o IFESTRUT-LAJES, o ambiente grafico
responsavel pelo desenho de elementos relacionados a laje, o qual esta disposto
em uma pagina de internet e pode ser acessado por meio do link:

hitps://vip.ifsp.edu.br/nev/lfestrut-lajes/ifestrut-lajes.html. Com isso, percebe-se

que o IFESTRUT-LAJES serve como uma base grafica para médulos de calculos
de analise estrutural.

Desse modo, por meio da linguagem HTML, o modulo apresentado nesse
relatorio foi implementado na aba Funcbes (ver Figura 4). Tal opcao foi
desenvolvida por meio da linguagem Javacript, para que, quando acionada, crie
a interface de analise estrutural de acordo com a solucdo de Navier. Com isso,
na interface, por meio do HTML, foi criado o elemento canvas (contornado em
azul) que é a tela gréfica, responsavel pelo desenho dos diagramas.

Depois, criou-se o menu principal (contornado em verde na Figura 4), o
qual o permite ao usuario: escolher qual diagrama ele pretende analisar, acesso
a criacao dos relatorios, acesso a tabela contendo os resultados nos pontos.

Além disso, estipularam-se trés parametros (contornados em laranja na
Figura 4) para configurar os célculos computacionais. O primeiro parametro
define o espagcamento dos pontos, bem como o quadrado de influéncia de cada
ponto. Por exemplo, caso seu valor seja 1 m cada ponto sera representado por
um quadrado de dimensdes de 1x1 m e espacado a 1 m dos pontos em torno.
Ja o segundo e terceiro parametros sao utilizados para determinar o critério de
parada das funcdes de Navier.

Na Figura 5, podem ser observados os menus referentes aos esforgos e
deslocamento, que aparecem apés o cliqgue nos botées do quadro verde da
Figura 4, os quais apresentam as seguintes ferramentas: botdo de desenhar o
diagrama, botdo com formato de seta no canto superior esquerdo que possibilita
0 usuario a retornar no menu principal, botdo no canto superior direito o qual
define o intervalo dos valores do diagrama, botdao “MOSTRAR” que exibe no

diagrama os valores de cada ponto.


https://vtp.ifsp.edu.br/nev/Ifestrut-lajes/ifestrut-lajes.html

Figura 4: Tela principal do mddulo.
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Fonte: O préprio autor (2021).

Figura 5: Menus dos Diagramas.

® MOMENTOS

Para alterar 0 espagamento dos pantos do
diagrama vocé deve definir o valor e calcular
novamente o diagrama.

DIAGRAMA Mx

DIAGRAMA My

DIAGRAMA Mxy

Clica no botao abaixo para exibir os pantos. Para
ver o dados basta passar o mouse sobre eles
cam o botéo ativo.

Pontos/Dados

MOSTRAR

Fonte: O préprio autor (2021).
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Para gerar o relatorio, foi feito um algoritmo de modo que, ao clicar sobre
0 botdo com o icone de documento no menu principal (Figura 4), uma janela
flutuante é emitida para que o usuario possa inserir as coordenadas do ponto
gue ele deseja analisar (ver Figura 6). Com a inser¢cédo das coordenadas e um

clique em confirmar, o relatorio é gerado em uma nova guia no formato pdf.

Figura 6: Janela flutuante para inser¢cao das coordenadas do ponto para o relatério.

COORDENADAS PARA O RELATORIO PDF

Observacdes:
1. Virgula & o separador das coordenadas;
2. Ponto é o separador decimal;
3. Utilize coordenadas com base na Teoria de Navier (Figura abaixo);
4. Utilize a coordenada em metros.

—

o

Fonte: O proprio autor (2021).

No relatorio podem ser vistos 0os dados de entrada do usuario (Figura 7),
uma breve introducdo tedrica sobre o método de Navier (Figura 7), uma
resolucdo algébrica (Figura 8) que demonstra como obter as fungbes de
deslocamento e esforgos internos de acordo com as cargas de entrada, uma
resolucdo numeérica (Figura 9) para o ponto escolhido e os resultados (tabela

resumo e os diagramas).

Figura 7: Parte do relatorio — dados de entrada e introdugéo teorica.
Tabela 2 - Dados dos apoios.

Tipo de apoio indice Lado
Apoiada 0 01
Apoiada 1 1-2
Apoiada 2 2-3
Apoiada 3 30
CARGA SOBRE TODA LAJE

Por meio da Tabela 3 podem ser observados os dados da Carga Sobre Toda Laje.

Tabefa 3 - Dados da Cargas Sobre Toda Laje.
indice Médulo (kN/m?)
0 2.000

INTRODUGAO TEORICA - METODO DE NAVIER

o] Metodo de Navner consnste em determlnar uma solu(;ao algebnca para a Equaan de Lagrange

Fonte (0] proprlo autor (2021).



Figura 8: Relatorio — parte da resolugédo algébrica.
RESOLUGAO ALGEBRICA

Para uma laje simplesmente apoiada tem-se a fungdo do deslocamento genérica (11) e o
coeficiente de carga génerica (12).

FUNGOES REFERENTES A CARGA DISTRIBUIDA UNIFORMEMENTE SOBRE TODA
LAJE

Como a laje estd sujeita a uma carga go uniformemente distribuida (constante sobre toda laje),
ela ndo dependede xey:

plr.y) = qo (13)
Substituindo (13) em (12), conseguimos o coeficiente (pmn) para tal carga:
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Substituindo (14) em (11), obtemos a fungdo algébrica do deslocamento de uma laje
simplesmente apoiada sujeita a uma carga distribuida uniformemente:
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Tendo a fun¢é@o do deslocamento conseguimos as fungdes dos esforgos internos por meio das
relagdes de (1) a (5).

wlx,y) =

Substituindo (15) em (1) e desenvolvendo, obtemos a fungdo algébrica do momento fletor na
diregdo x para tal carga(16). Analogamente, conquistamos a fungéo algébrica do momento fletor

Fonte: O préprio autor (2021).

Figura 9: Relatério — parte da resolugao numérica.
3 13 -0.000312 19.468 0.00160
3 15 0.000167 19.468 0.000858

Conforme visualizado na Tabela 4 o somatdério foi parado pelo critério da diferenga percentual.

Calculo das constantes de (15):

0 valor de D é conseguido por meio de (7):
D = (210000000%(0.03"3))/(12*(1-0.3*2) = 519.231 [kN*m]

Constante da fungao:
(16)/((m*6)*D) = (16)/((m*6)*519.231) = 0.0000321 [1/(kN*m)]

zigo*u (conforme visualizado na Tabela) = 19.468 [kN*m?]

Valor de w(1,2):
w(1,2) = 0.0000321*19.468 = 0.000624 m

Fonte: O préprio autor (2021).

Também foi elaborado um algoritmo que permite ao usuario gerar uma
tabela que contém as coordenadas e valores dos pontos. O algoritmo foi
construido de modo que, ao clicar sobre 0 botdo com o icone de tabela, no menu
principal, uma janela flutuante (ver Figura 10) é emitida para que o usuario

escolha quais resultados sejam inseridos na tabela. Com isso, ao clicar em



confirmar, é gerado um pdf em uma nova guia contendo a tabela, conforme a

Figura 11.

Figura 10: Selecao

SELECIONE 0S RESULTADOS PARA SEREM

EMITIDOS NA TABELA:

[ Dosiocamento J M M MWy
GEI7D GETED GED

geracao da tabela de resultados.

Fonte: O préprio autor, 2021.

Figura 11: Tabela de resultados.

x (m) y (m) Deslocamento (mm) Mx (kN*m/m) My (kN*m/m) Mxy (kN*m/m) Qx (kN/m) Qy (kN/m)
1.400 0.100 0.0498 0.0809 0.0740 0.192 -0.0751 1.141
1.500 0.100 0.0439 0.0742 0.0681 0.235 -0.110 1.046
1.600 0.100 0.0367 0.0676 0.0604 0.275 -0.139 0.943
1.700 0.100 0.0286 0.0570 0.0498 0.310 -0.182 0.784
1.800 0.100 0.0196 0.0433 0.0365 0.338 -0.255 0.580
1.900 0.100 0.00999 0.0250 0.0201 0.356 -0.313 0.327
2.000 0.100 7.84e-18 2.26e-17 1.71e17 0.362 -0.373 2.84e-16
-6.38e-16 0.200 -1.27e-16 -3.24e-16 -2.41e16 -0.349 0.681 -1.67e-15
0.100 0.200 0.0197 0.0470 0.0359 -0.343 0.583 0.252
0.200 0.200 0.0388 0.0823 0.0659 -0.326 0.480 0.465
0.300 0.200 0.0565 0.109 0.0908 -0.300 0.352 0.644
0.400 0.200 0.0726 0.130 0.111 -0.268 0.273 0.790
0.500 0.200 0.0868 0.144 0.125 -0.230 0.217 0.899
0.600 0.200 0.0986 0.157 0.137 -0.188 0.151 0.988
0.700 0.200 0.108 0.167 0.148 -0.144 0.118 1.062
0.800 0.200 0.115 0.172 0.153 -0.0970 0.0827 1.106
0.900 0.200 0.119 0.176 0.158 -0.0489 0.0373 1.137
1.00 0.200 0.120 0.178 0.159 -3.63e-16 1.23e-16 1.148
1.100 0.200 0.119 0.176 0.158 0.0489 -0.0373 1.137
1.200 0.200 0.115 0.172 0.153 0.0970 -0.0827 1.106
1.300 0.200 0.108 0.167 0.148 0.144 -0.118 1.062
1.400 0.200 0.0986 0.157 0.137 0.188 -0.151 0.988
1.500 0.200 0.0868 0.144 0.125 0.230 -0.217 0.899

Fonte: O préprio autor, 2021.

PROCESSO DE VERIFICACAO DO CRITERIO DE PARADA

Computacionalmente, o critério de parada dos calculos das funcdes de
Navier seguem os dois parametros citados anteriormente (valores finais de m,n
e a tolerancia). Com isso, inicialmente, o algoritmo foi programado para que
verificasse, a cada termo, a diferenca percentual entre a parcela atual e a parcela
anterior do somatorio até atingir o valor de m,n final adotado pelo usuario. Mas
caso a diferenca percentual (em determinado valor de m,n) fosse menor que a
tolerancia escolhida pelo usuéario, o algoritmo parava o somatorio. Entretanto, foi
analisado que, conforme os valores de m,n variam, nem sempre as diferencas



percentuais dos termos das funcbes de Navier diminuem. Para um melhor
entendimento considere uma toleréncia adotada de 0,01%. Pela Tabela 1, fica
evidente que o algoritmo pararia em m=7 e n=15, masem m=9en=1a
diferencga percentual aumenta, ficando novamente maior que a tolerancia.
Dessa forma, quando o critério de parada € programado para ser
verificado a cada termo, a inconsisténcia nos resultados se torna evidente nos
diagramas, onde sdo notadas distor¢des. De inicio, acreditava-se que tais
distorcdes estavam relacionadas com a tolerancia adotada pelo usuario, no
entanto, observou-se que sua diminuicdo nao implica em um menor nimeros de
distor¢cdes. Na Figura 12, podem ser visualizados diagramas com pequenas

distor¢des, cuja as informacdes estdo na Tabela 2.

Tabela 1. Exemplo para andlise do critério de parada.

m n Diferenga Percentual (%)

7 15 0,0092%

9 1 0,2207%

9 0,0704%

Fonte: O proprio autor (2021).
Tabela 2: Informacdes dos diagramas contidos na Figura 12.
Diagrama Esforgos Tolerancia adotada

1 Mx 0,001%
2 Mx 0,0001%
3 Mx 0,00001%
4 Mx 0,000001%

Fonte: O préprio autor (2021).

Figura 12: Influéncia da tolerancia verificada a cada termo nos diagramas.

p P

Fonte: O préprio autor (2021).



Nesse sentido, o algoritmo foi programado para verificar somente quando
m varia, ja que € nesse termo que a diferenca percentual sempre aumenta e as
distor¢cées ndo acontecem. A Figura 13 mostra o diagrama 1 da Tabela 2 com
critério de parada programado desta maneira (veja que desaparecem as
distorcdes).

Figura 13: Diagrama 1 da Tabela 2 com o atual critério de parada.

F
e —r nmﬂeﬁ?ﬁ’:'

Especificamente para as fungbes da carga sobre regido e pontual, foram
notadas outras particularidades. Nelas o valor de m,n variam nos inteiros
(1,2,3...), de modo que, quando m ou n é par e X ou xi (X € o ponto analisado e
Xi € a coordenada em x do centro da carga) € igual a a/2 (metade da largura da
laje) o valor do termo do duplo somatério pode resultar muito préxima a 0O; por
conseguinte a diferenca percentual também. Analogamente, acontece comy e
yi, quando um ou outro é b/2 (metade da altura). Portanto, como a verificacédo é
feita s6 quando m varia, a convergéncia sempre acaba parando em m=2 e n=1
nessas fung¢des, conforme observado na Tabela 3.

Tal situacdo também gera distor¢des nos diagramas, principalmente
guando se tem mais de uma carga sobre regido. Com isso, caso 0 usuario queira
gue o critério de parada seja verificado apenas pelo numero final de m,n ele pode
adotar a tolerancia igual a 0, tendo em vista que, numericamente, dificilmente a
diferenca percentual chega exatamente em 0.

Tabela 3: Convergéncia nas funcfes de carga sobre regido e pontual.
m n Valor do termo Diferenca percentual (%)
1 34,895 -

-3E-16 0,0000%




3 4,8705 13,9579%

-2E-16 0,0000%

1 -5E-16 0,0000%
Fonte: O proprio autor (2021).

EXEMPLOS E ANALISES

Os valores das fungbes e seus diagramas serdo apresentados em
exemplos, de modo a simplificar as analises. Tais exemplos seguirdo o padrao
de dados da laje apresentado na Tabela 4.

O software RFEM (DLUBAL, 2021) foi utilizado para comparacdo de
resultados, sendo que os modelos foram criados em analise linear e com malha
de elementos finitos de 5 por 5 cm (essa malha foi refinada até este valor para

atingir uma convergéncia satisfatoria).

Tabela 4: Dados das lajes.

Dados Valores
E (GPa) 210
v 0,31

Fonte: O proprio autor (2021).

Exemplo 1 — Carga sobre toda a laje:

Por meio da Figura 14, é notada uma laje de 4 lados apoiados com
espessura de 0,03 m e as dimensdes 2x4 (m) sujeita a uma carga uniforme de
2kN /m?.

Figura 14: Detalhes do exemplo 1.
2.00000m

4.00000m

3 2
Fonte: O proprio autor (2021)

1 Exceto, nas comparagdes com Marcus tabelas classicas, apresentadas,

por exemplo, em Diel (2018), onde v = 0.



Com a entrada desses dados no IFESTRUT-LAJES, sendo m,n =15 e
admitindo tolerancia de 0,1%, conseguimos o0s diagramas apresentados na
Figura 15. Para efeito de comparacao, temos, na Figura 16, o diagrama de
deslocamento para esse exemplo gerado pelo RFEM (DLUBAL, 2021). Sendo
observada a semelhanc¢a das formas das curvas e seus valores. Além disso,
para os valores maximos dos esforcos e deslocamento, tem-se as comparacdes
contidas nas Tabelas 5 e 6. Na Tabela 5, temos a comparacdo de valores
méaximos com o0 método de Marcus tabelas classicas apresentadas, por exemplo,
em Diel (2018, p.75). Na Tabela 6, tem-se a comparacédo com o RFEM (DLUBAL,
2021) (MEF).

Figura 15: Diagramas do exemplo 1.

Diagrama Deslocamento (mm) Diagrama Momento Torgor - Mxy (kN*m/m)

Diagrama Cortante em x - Qx (kN/m)

P SE—

Fonte: O préprio autor (2021).



Figura 16: Diagrama do deslocamento gerado no RFEM.

Deformacies locais
uz [mm]

0.00000
-0.05658
0.11357
-0.17055
0.22754
-0.28492
-0.34151
-0.39889
-0.45587
0.51286
-0.56984
0.62683

M3x : 0.00000
Min : -0.62683

Fonte: RFEM (2021).

Tabela 5: Comparacdes Navier e Marcus, v = 0.

Momentos Marcus Navier Diferenca (%)
Mx (kN * m/m) 0,757 0,771 1,850%
0,189 0,200 5,820%

My (kN + m/m
y (kN = m/m) 0.189 0,200 5.820%

Fonte: O proprio autor (2021).

Pela Tabela 5, observa-se que os resultados de Navier sdo proximos e

maiores aos obtidos pelo método de Marcus.

Tabela 6: Comparacdes Navier e RFEM (MEF), v = 0,3.
Deslocamentos e esforcos x(m) y(m) RFEM(MEF) Navier Diferenca (%)

w (mm) 1,000 2,000 0,627 0,624 0,418%
Mx (kN * m/m) 1,000 2,000 0,816 0,813 0,345%
1,000 2,680 0,371 0,373 0,536%

My (kN * m/m)
1,000 1,320 0,371 0,373 0,536%
0,000 4,000 0,369 0,367 0,545%

Mxy (kN * m/m)
2,000 0,000 0,369 0,367 0,545%
Qx (kN/m) 0,000 2,000 1,916 1,807 6,032%
Qy (kN/m) 1,000 0,000 1,653 1,377 20,044%

Fonte: O préprio autor (2021).

Analisando os resultados contidos na Tabela 6, para 0 momento fletor na
direcdo y (My) e momento torcor (Mxy), os valores maximos foram comparados
em dois pontos, 0s quais as coordenadas y sdo simétricas em relacdo ao centro

da placa.



Nota-se que, com o m, n = 15, os valores de Navier sdo semelhantes aos
valores de deslocamento e momentos do MEF, entretanto, h4 diferencas
consideraveis entre os valores das cortantes. Com isso, notou-se que a
convergéncia das funcdes das cortantes de Navier necessitavam de altos
valores finais de m,n e/ou uma baixa tolerancia. Por exemplo, com m,n = 90 e
tolerancia de 0,001% consegue-se um valor de cortante na diregdo x igual a
1,851 kN/m e na diregéo y igual a 1,461 kN/m.

Exemplo 2 — Carga sobre regiao:

Na Figura 17, pode ser observado o conjunto de cargas trem-tipo TB450
disposto em uma laje simplesmente apoiada, com espessura de 0,3 m e
dimensées de 8x8 m. Posteriormente, nas Figuras 18 e 19, tem-se,
respectivamente, o diagrama do momento fletor x e y. Bem como, na Figura 20
pode ser visto os diagramas do momento fletor na direcdo x e y, gerados pelo
RFEM (DLUBAL, 2021).

Na Tabela 7, pode ser visualizado a diferenca entre os resultados de
Navier com o software T-Riisch (KHOURI; SERAPIAO; CARDOSO JUNIOR,
[20?7]), que utiliza o método de Risch (1965) para o calculo dos momentos
fletores gerados pelo conjunto de carga do trem-tipo TB450. J4 na Tabela 8, tem-
se a comparacao entre os resultados de Navier com o software RFEM (DLUBAL,
2021).

Figura 17: Dados do exemplo 2.

X
8.000m

y 0 1

SAKNImM=

195109 195109 195109
KNfm® KNmE KNOm®

8.000m
5 kN/m?
5KN/m

195109 195.109 1957409
kNfm?  KNim® KNm®

SKNIM=

Fonte: O proprio autor (2021).



Para obtencdo dos resultados de Navier, foi considerado espagamento
entre os pontos igual a 0,1m; tolerancia de 0% (para o algoritmo considerar

apenas os valores finais de m,n); nimero final de m,n igual a 50.

Tabela 7: Comparac¢éo entre Navier e T- Risch dos valores méximos.

Esforgos T-Risch Navier Diferenca (%)
Mx (kN * m/m) 45,454 45,790 0,739
My (kN x m/m) 47,435 48,262 1,743

Fonte: O préprio autor (2021).

Observa-se, conforme a Tabela 7, que as diferencas percentuais entre os
valores dos momentos fletores de Navier e as tabelas de Rusch (1965) sdo

pequenas.

Tabela 8: Comparagéo com o RFEM (MEF).

Deslocamentos x(m) y(m) RFEM(MEF) x(m) vy (m) Navier Diferenca (%)

e esforcos
Mx (kN * m/m) j 2’388 45,813 j Z’ggg 45,790 0,050
My (kN <m/m) 2'828 48,241 . 2*;88 48,262 0,044

Fonte: O proprio autor (2021).

A Tabela 8 revela que os valores maximos obtidos pelas funcbes
momento fletores na direcdo x e y de Navier devido a carga sobre regido se
apresentaram em coordenadas diferentes do que as do RFEM (DLUBAL, 2021),
mas proximas. Tal divergéncia pode estar relacionada ao fato que as cargas do
conjunto trem tipo devem serem posicionadas manualmente no software RFEM
(DLUBAL, 2021), enquanto no IFESTRUT-LAJES elas sdo colocadas
automaticamente.

Além disso, as diferencas percentuais entre os valores de Navier e do
RFEM (DLUBAL, 2021) sédo proximas de 0, ou seja, 0os valores sdo quase

idénticos.



Figura 18: Diagrama do momento em x do exemplo 2, gerado no IFESTRUT-LAJES.
Diagrama Momento em x - Mx (kN*m/m)

3 053 0 153 15263 21.38% 2T 474 33579 30 824 45 700

A Tet 10 1221 13316 24421 ? 'ﬁam
Fonte: O préprio autor (2021).

Figura 19: Diagrama do momento em y do exemplo 2, gerado no IFESTRUT-LAJES.
Diagrama Momento em y - My (kN*m/m)

35230 X! 2870 w308 25740 32178 38610 45048

Fonte: O proprio autor (2021).

Figura 20: Diagrama do momento em x e y do exemplo 2, gerado no RFEM.

Diagrama Mx Diagrama My

Fonte: RFEM (2021).



Exemplo 3 — Carga concentrada:

Por meio da Figura 21 (lado esquerdo), nota-se uma laje simplesmente
apoiada com dimensdes 2x4 m, espessura de 0,03m e uma carga pontual de
16 kN no centro da laje. Entrando com esses dados no IFESTRUT-LAJES, para
a obtencao dos resultados, os parametros foram: espacamento entre 0os pontos
igual a 0,01m; a tolerancia de 0% (para o algoritmo considerar apenas os valores
finais de m,n); numero final de m,n igual a 15.

Nas Figuras 21 (lado direito) e 22, tem-se, respectivamente, o diagrama
do deslocamento gerado pelo IFESTRUT-LAJES e RFEM (DLUBAL, 2021). Bem
como na Tabela 9, a diferenca percentual entre os dois valores maximos dos

diagramas.

Figura 21: Dados do exemplo 3 e Diagrama do deslocamento do exemplo 3, gerado pelo
IFESTRUT-LAJES.

Esquema Exempla 1 Diagrama Deslocamento (mm)

E 16 kN

Fonte: O préprio autor (2021).

Figura 22: Diagrama do deslocamento do exemplo 3, gerado pelo IFESTRUT-LAJES.
14

Deformacies globais
uz [mm]

Fonte: RFEM (2021).



Tabela 9: Comparacédo dos deslocamentos maximos, do Exemplo 3, entre Navier e RFEM

(MEF).
Deslocamento x (m) y (m) RFEM Navier Diferenca (%)
(MEF)
w (mm) 1 2 2,046 2,028 0,887

Fonte: O préprio autor (2021).

Pela Tabela 9, fica claro que o resultado de Navier é satisfatério devido a
pequena diferenca com o MEF dado pelo RFEM (DLUBAL, 2021).

CONCLUSAO (RESULTADOS DA PESQUISA)

Tendo em vista que os resultados obtidos por meio das funcdes algébricas
de Navier em geral sdo satisfatérios, o médulo contido no IFESTRUT-LAJES
podera ser utilizado por alunos, professores, bem como qualquer outro usuario
interessado. O maior foco é disponibilizar os relatorios, que auxiliam 0s usuarios
com a exibicdo dos calculos, de modo que tanto alunos possam utiliza-lo como
material de estudo quanto professores como elemento auxiliador na metodologia

de ensino.
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